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Resume. — On etudie la categorie des -B-paires (W e ,W^ R ) ou W e est un B^-module 
libre muni d'une action semi-lineaire et continue de Gk et ou W£ R est un B^ R -reseau stable 
par Gk de BdR<8> B v==i W e . Cette categorie contient celle des representations p-adiques, et est 
naturellement equivalente a la categorie de tous les (p, r)-modules sur l'anneau de Robba. 

Abstract (B-pairs and (ip, r)-modules). — We study the category of S-pairs 
(W e ,W^ R ) where W e is a free Bjf r T -module with a semilinear and continuous action of 
Gk and where W^ R is a Gjf-stable Bj R -lattice in BdR (8> B *>=i W e . This category contains 
the category of p-adic representations and is naturally equivalent to the category of all 
(ip, r)-modules over the Robba ring. 
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Introduction 

Dans tout cet article, p est un nombre premier, k est un corps parfait de caracteristique 
p, et K est une extension finie totalement ramifiee de Kq = W(k)[l/p\. On s'interesse aux 
representations p-adiques du groupe de Galois Gk = Gal(K/K). La theorie de Hodge 
p-adique (cf. [Fon94al IFon94b] ) a pour but de decrire certaines de ces representations, 
celles qui « proviennent de la geometrie », en termes d'objets plus maniables, les (ip, N)- 
modules nitres. Le resultat le plus satisfaisant dans cette direction est le theoreme de 
Colmez- Fontaine, qui dit que le foncteur V i— > D st (V) realise une equivalence de categories 
entre la categorie des representations p-adiques semi-stables et la categorie des (ip, N)- 
modules nitres admissibles. 

Si D est un ^-module nitre qui provient de la cohomologie d'un schema propre X sur 
Ok, alors le 92-module sous-jacent ne depend que de la fibre speciale de X (e'en est la 
cohomologie cristalline) alors que la filtration ne depend que de la fibre generique (e'est la 
filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham, dans laquelle se plonge la cohomologie 
cristalline). Si V = V cr i S (D) et B c = B^, , alors on voit que B e ®Q p V = (B cris ®A' D)^ 1 
ne depend que de la structure de (^-module de D et de plus, les (^-modules D\ et D 2 sont 
isomorphes si et seulement si les B e -representations B c ®q p V\ et B e ®q p V 2 le sont (cf. la 
proposition 8.2 de [Fon03j). Par ailleurs, B^ ®q p V = Fil°(B dR ® K() D) et les modules 
filtres K ®k D\ et K <S)r D 2 sont isomorphes si et seulement si les B^ R -representations 
B dR ®Qp Vi e t B^r ® Qp V 2 le sont. 

L'idee de cet article est d'isoler les phenomenes lies a la « fibre speciale » et a la « fibre 
generique » en considerant non pas des representations p-adiques V, mais des B-paires 
W = (W e , Wj R ) ou W e est un B e -module libre muni d'une action semi-lineaire et continue 
de Gk et ou W£ R est un Bj" R -reseau stable par Gk de W<ir = B dR ® Bc W e . Rappelons 
que les anneaux B cris et B dR sont relies, en plus de Finclusion B cris C B dR , par la suite 
exacte fondamentale : — > Q p — > B^, 1 — >■ B^/B^ — > 0. 

Si V est une representation p-adique, alors on lui associe la 5-paire W(V) = (B e ®q p 
V, B^ ®q p V) et ce foncteur est pleinement fidele car B e fl Bjr = Q p ce qui fait que 

v = w e (v)nw+ R (v). 

L'un des principaux outils dont on dispose pour etudier les representations p-adiques est 
la theorie des ((p, r)-modules. De fait, on a une equivalence de categories entre la categorie 
des representations p-adiques et la categorie des (<p, r)-modules etales sur l'anneau de 
Robba (en combinant des resultats de Fontaine, Cherbonnier- Colmez et Kedlaya). Le 
premier resultat de cet article est que Ton peut associer a toute £>-paire W un (</?, T)- 
module D(VK) sur l'anneau de Robba, et que ce foncteur est alors une equivalence de 
categories. 
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Theoreme A. - - Le foncteur W i— > D(W) realise une equivalence de categories entre 
la categorie des B-paires et la categorie des (ip, V) -modules sur Vanneau de Robba. 

La sous-categorie pleine des -B-paires de la forme W(V) correspond a la sous-categorie 
pleine des (ip, r)-modules etales. On peut alors se demander a quoi correspondent les 
(ip, r)-modules isoclines. Si h ^ 1 et a G Z sont premiers entre eux, soit Rep(a, h) la 
categorie dont les objets sont les Q p h-espaces vectoriels V a ,h de dimension finie, munis 
d'une action semi-lineaire de Gk et d'un Frobenius lui aussi semi-lineaire ip : V a> h — ► V a ,h 
qui commute a Gk et qui verifie ip h = p a . Si V a ^ G Rep(a, h), alors on pose W e (V a; h) = 
(B cris ® Qph V a>h r =1 et W+ R (V a , h ) = B+ R ® Qph V a , h . 

Theoreme B. - - Si V a>h G Rep(a, h), alors W(V a>h ) = (W e (V a , h ), W£ R (V a , h )) est une B- 
paire et le foncteur V a ^ ^ W(V a> h) definit une equivalence de categories entre Rep(a, h) 
et la categorie des B-paires W telles que ~D(W) est isocline de pente a/h. 

Si la categorie des -B-paires est plus riche que la categorie des representations p-adiques, 
la morale de cet article est qu'elle est aussi plus maniable. Ceci est du au fait qu'il est 
plus facile de travailler avec tous les (ip, r)-modules sur l'anneau de Robba que de se 
restreindre a ceux qui sont etales. La generalisation du theoreme de Colmez-Fontaine 
aux .B-paires devient alors un simple exercice d'algebre lineaire. Si D est un (ip, N)- 
module nitre, et si W e (D) = (B st ® I<0 D) V=1 ' N=0 et Wj~ R (D) = Fil°(B dR ® K D K ), alors 
W(D) = {W e (D),W^ R (D)) est une 5-paire, qui est semi-stable en un sens evident. Le 
foncteur D \— > W(D) realise alors une equivalence de categories entre la categorie des 
-B-paires semi-stables et la categorie des (ip, A r )-modules filtres. 

Pour retrouver le theoreme de Colmez-Fontaine a partir de cet enonce, il faut iden- 
tifier quelles sont les i?-paires semi-stables qui proviennent des (ip, iV)-modules filtres 
admissibles. On peut faire cela en passant par les (<p, r)-modules, c'est ce qui est fait 
dans [Ber04b], ou Ton demontre suffisamment pour impliquer aussi le theoreme de mo- 
nodromie p-adique pour les -B-paires : toute .B-paire de de Rham est potentiellement 
semi-stable. 

Dans la suite de Particle, nous donnons quelques applications du theoreme A. Par 
exemple, on montre que pour tout (^-module D sur l'anneau de Robba, il existe un ip- 
module etale M C D[l/t] tel que M[l/t] = B[l/t]. Comme D(W)[1/*] « correspond » a 
W e , on deduit de cet enonce le resultat suivant, ou H K = Gal(K/ K(fi p oo)). 

Theoreme C. - - Si W e est une B ^representation de Gk, alors il existe une represen- 
tation p-adique V de H K telle que la restriction de W e a H K est isomorphe a B c ®q p V . 
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Enfin, nous donnons (quand K C K (fj, p ™)) une construction des (<p, r)-modules de 
hauteur finie (ce sont ceux qui ont une base dans laquelle les matrices de ip et de 7 G T K 
n'ont pas de denominateurs en X) a partir de « ^-modules filtres sur Kq avec action 
de IV ». Cela permet d'eclaircir la structure des -B-paires de hauteur finie, et done en 
particulier des representations de hauteur finie. Un ip-module filtre sur K avec action de 
Yk est un (^-module D sur K muni d'une action de Yk commutant kip et d'une filtration 
stable par Yk sur = ®K a D. 

Theoreme D. - - Si D est un ip -module filtre sur Kq avec action de Yk, alors la B-paire 
W(D) = ((B max (g) Ko D) v=1 , B+ R (g) Koo Ax>) est de hauteur finie. 

De plus, toute B-paire de hauteur finie s'obtient de cette maniere et W(Di) = W(D 2 ) si 
et seulement s'il existe un isomorphisme Ko[t, t^ 1 } ®k D\ = Ka[t, t^ 1 } ®k D2 compatible 
a ip et Yk, et compatible a la filtration quand on etend les scalaires a Koo([t]). 

Des objets de nature similaire ont ete etudies, dans un cadre un peu different, par Kisin 
dans [Kis06j . 

Pour terminer cette introduction, signalons que la notion de representation trianguline 
de |Col07L ICol05] s'ecrit de maniere tres agreable en termes de -B-paires. On dit qu'une 
5-paire est trianguline si elle est extension successive de -B-paires de dimension 1. Par le 
theoreme A, cela revient a dire que D(W) est extension successive de ((p, r)-modules de 
rang 1. On retrouve done la definition de |Col07L ICol05] dans le cas ou W = W(V). 

Remerciements : Je remercie Pierre Colmez pour de nombreuses discussions sur plu- 
sieurs themes qui se sont concretises dans ce texte, Jean-Marc Fontaine pour avoir suggere 
que les B e -representations sont de bons objets et m'avoir explique ses idees sur le lien 
entre les -B-paires et les presque C p -representations, Kiran Kedlaya pour ses explications 
sur les (^-modules et les nombreux anneaux qui interviennent dans ses constructions, et 
Kiran Kedlaya et Ruochuan Liu pour leur construction d'un contre-exemple a une de mes 
affirmations (cf. le (2) de la remarque I3.1.7p . Cet article a ete redige a 1'IHES qui m'a 
offert d'excellentes conditions de travail. 

1. Rappels et complements 

Dans ce chapitre, nous donnons des rappels sur les anneaux de periodes et les (<p, Y)- 
modules. 

1.1. L'anneau Bj ig et ses petits camarades. — Nous commengons par faire des 
rappels tres succints sur les definitions (donnees dans |Fon94aj par exemple) des divers 
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anneaux que nous utilisons dans cet article. Rappelons que E + = lim ^ Cp est un 
anneau de caracteristique p, complet pour la valuation v&Ie definie par va\ E (x) = val p (x^ ^) 
et qui contient un element e tel que est une racine primitive p n -ieme de l'unite. On 
fixe un tel e dans tout Particle. L'anneau E = E + [l / (e — 1)] est alors un corps qui contient 
comme sous-corps dense la cloture algebrique de F p ((e — 1)). On pose A + = ty(E + ) et 
A = W(E) ainsi que B+ = A+[l/p] et B = A[l/p]. L'application 6 : B+ -> C p qui 
a Sfe>-ooP fc [ x fc] assoc i e 12k^>-ooP kx t^ es ^ un rnorphisme d'anneaux surjectif et B^ R est 
le complete de B + pour la topologie ker(6 l )-adique, ce qui en fait un espace topologique 
de Frechet. On pose X = [e] — 1 G A + et t = log(l + X) G B^ R et on definit B dR par 
B dR = Bjpjl/t]. Soit p G E + un element tel que p^ = p. L'anneau B+ ax est l'ensemble 
des series J2 n >o bn(\p\/p) n °u b n G B + et b„ — > quand n — > oo ce qui en fait un sous- 
anneau de Bj R muni en plus d'un Frobenius <p qui est injectif, mais pas surjectif. On 
pose B+ g = n„^Q<£? n (B+ ax ) ce qui en fait un sous- anneau de B+ ax sur lequel <p est bijectif. 
On pose enfin B max = B+ ax [l/t] et B st = B max [log[p]] ce qui fait de B st un sous-anneau 
de BdR muni de p et d'un operateur de monodromie N. Remarquons que l'on travaille 
souvent avec B cris plutot que B max mais le fait de preferer B max ne change rien aux 
resultats et est plus agreable pour des raisons techniques. 

Rappelons que les anneaux B max et B dR sont relies, en plus de l'inclusion B max C 
BdR, par la suite exacte fondamentale — > Q p — > B^ ax — > BdR/B^ — > 0. Ce sont 
ces anneaux que l'on utilise en theorie de Hodge p-adique. Le point de depart de la 
theorie des (<p, r)-modules sur l'anneau de Robba (dont on parle au paragraphe 11.21) est 
la construction d'anneaux intermediaries entre B + et B. Si r > 0, soit B^' r l'ensemble des 
x = J2k^>-ocP k l x k] £ B tels que Ysl^x^ + k-pr / {p — 1) tend vers +oo quand k augmente. 
On pose B"l~ = U r>0 B"l"' r , c'est le corps des elements surconvergents, defini dans |CC98j . 
L'anneau Bj ig = U r>0 Bj- g defini dans |Ber02t §2.3] est en quelque sorte la somme de B^ g 
et B"!" ; de fait, on a une suite exacte (d'anneaux et d'espaces de Frechet) : 

_> B+ -> B+ © B^ -> BlQ -> 0. 

Rappelons que K = W(k)[l/p] ; pour 1 ^ n ^ +oo, on pose K n = K(/i p n) et Hk = 
Ga\(K / Koo) et Yk = Gk/Hk- Si R est un anneau muni d'une action de Gk (c'est le 
cas pour tous ceux que nous considerons) , on note Rk = R Hk . L'anneau Bj-g contient 
l'ensemble des series f(X) = ^ fcgZ fkX k avec fk G K telles que f(X) converge sur 
{jr x l r ^ |X| < 1}. Cet anneau est note Bj- gjKo . Si K est une extension finie de K , il lui 
correspond par la theorie du corps de normes (cf. |FW79j et [Win83j) une extension finie 
-^rig if l 1 ^ s'identifie (si r est assez grand) a l'ensemble des series f{X K ) = J2kez fk^K 
avec fk G K' telles que f(Xx) converge sur {p _1 / er ^ \Xk\ < 1} ou Xk est un certain 
element de B^ et K' est la plus grande sous-extension non ramifiee de K dans et 
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e=[K ao : K {fi p oo)}. On pose B r f ig ^ = U P>0 B^ et B^ = B^nBt et B^ = U r>0 B^. 
Les anneaux B^ ig et B^ ig K coincident avec les anneaux r^f con et r an con dermis dans 
[Ke d05l §2.2] (cf. en particulier la convention 2.2.16 et la remarque 2.4.13 de [Ked05j). 
Kedlaya les a etudies en detail et nous rappelons a present quelques uns des resultats que 
nous utilisons dans la suite. 

Proposition 1.1.1. - - Les anneaux B^j g et Vanneau Bj ig sont de Bezout, ainsi que 
les anneaux 'B>\'^ gK et Vanneau &l igK - Si R est I'un de ces anneaux, et si M est un 
sous-R-module d'un R-module libre de rang fini, alors les affirmations suivantes sont 
equivalentes : 

(1) M est libre; 

(2) M est ferme; 

(3) M est de type fini. 

Demonstration. — Pour B;- g ou , c'est le theoreme 2.9.6 de [Ked05j et pour Bj ig ou 
BJig ki c ' es ^ une consequence immediate de ce que Bj ig = U r>0 Bj- g et Bj igif = U r>0 Bj- g K . 
L'amrmation quant aux sous-modules des modules libres est contenue dans le corollaire 
2.8.5 et la definition 2.9.5 de [Ked05j . □ 

Corollaire 1.1.2. - - Si R est I'un des anneaux ci-dessus, et si f : D — > E est un 
morphisme de R-modules libres de rang fini, alors im(/) etker(f) sont libres de rang fini. 
De plus, ker(/) est sature dans D. 

Remarque 1.1.3. — Les anneaux B + et B^ g ne sont pas de Bezout. 

Demonstration. — Commenqons par B + . Soit (3\ > (32 > ■ ■ ■ une suite convexe 
decroissante d'elements de Z[l/p] qui converge vers (3 > ; si r G Z[l/p], ecrivons Y r 
pour [p* - ] (rappelons que E + est un anneau parfait et done que p** est bien determine). 
On pose / = Ylii>oP l Y^' ii et g = Ei>o p l Y l32i +' L . Supposons que l'ideal de B + engendre 
par f et g est principal, engendre par un element h. Cet element est necessairement 
dans Y^ l3 ~B + , puisque / et g le sont et comme A + /p est integre, on peut supposer que 
h G A + et que / = (/, g) fl A + = hA + . On a alors vdl^h) ^ (3. Par ailleurs, on a 
(/ - gY^-^/p G (f,g) et cet element s'ecrit E 4 >o^ Ffe+2 ( 1 + °( Y )) ( c ' est & °^ on 
utilise la convexite de la suite) et en iterant ce precede, on voit que I contient un element 
de la forme J2i^oP l Y^ 2i+3 (1 + 0{Y)) pour tout j ^ et done que l'image de I dans E + 
contient des elements de valuation (3j pour tout j ^ 0. Ceci entraine que valE(h) = [3. Si 
(3 ^ Q, c'est impossible et done B + n'est pas de Bezout. 
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Si B+ g etait de Bezout, alors il existerait h G B+ g tel que (/, g) = /iB+ g et en utilisant 
la theorie des polygones de Newton de [Ked05, §2.5], on montre que h G B + . Comme ci- 
dessus, on peut supposer que h G A + \pA + . Chacun des elements fj = '^2i> p l Y l32i+i (1 + 
0(Y)) construits ci-dessus pour j ^ peut done s'ecrire fj = hxj et encore une fois, on a 
forcement Xj G A + . On a alors val#(h) ^ vaLj^/j) = Pj ce qui fait que val^(h) ^ (3. Par 
ailleurs, si a G Z[l/p] et a < /3, alors Y a divise / et g ce qui fait que (/,<?) C F Q B^ g et 
done aussi que h G ^ a B+ g n A+ = Y a A + pour tout a < (3. Si (3 G" Q, alors val E (h) < f3 
et en choisissant vaiE(/i) < a < /3, on trouve une contradiction, ce qui fait que B^ g n'est 
pas de Bezout. □ 

Une grande partie de Particle |Ked05j est consacre a l'etude des (^-modules sur l'anneau 
Bj ig ou sur l'anneau B; ig K . Nous rappelons a present quelques resultats quant au premier 
cas (pour le deuxieme, voir le paragraphe 11.21) . 

Definition 1.1.4- — Si A ^ 1 et a G Z sont deux entiers premiers entre eux, 
alors le ip-module elementaire M a ^ est le ^-module de base 6q, . . . ,eh-i avec (p(eo) = 
ei, . . . , tp(eh-2) = £h-i et f(eh-i) = p a eo (cf. la definition 4.1.1 de [Ked05j ; on utilise 
(a, h) plutot que (c, d) pour etre compatible avec les notations de Colmez et de Fontaine). 

Proposition 1.1.5. - - Si M est un ip-module sur Bj ig; alors il existe des entiers aj, hi 
tels que M = ®M aiM . 

Demonstration. — Etant donnee la definition 4.5.1 de |Ked05] . e'est le (a) du theoreme 
4.5.7 de [Ked05] . □ 

Remarquons que la decomposition n'est pas canonique, mais que l'ensemble des pentes 
Si = ai/ hi comptees avec multiplicites est canonique (cf. le (c) du theoreme 4.5.7 de 
[Ked05]). Les rationnels que l'on obtient ainsi sont les pentes de M. 

Corollaire 1.1.6. - - Si M est un ip-module sur Bj ig; alors 1 - <p : M[l/t] -> M[l/t] 
est surjective. 

Demonstration. — Si n ^ 0, alors (1 — ip)(t~ n x) = t~ n (l — p~ n ip)(x) et il suffit done de 
montrer que si n ^> 0, alors 1 —p~ n (p : M — > M est surjectif. Etant donnee la proposition 
11.1.51 ci-dessus et le fait que M a ^{— n) = M a _ n h t h, e'est une consequence immediate du 
(b) de la proposition 4.1.3 de [Ked05] . □ 

L'anneau (qui est egal a B^, 1 ) occupe une place centrale dans cet article; il 

est traditionnellement note B e . Etant donnee la definition de B^ g , il est clair que l'on a 

Be = (B3.Il/t])*- 1 . 

Lemme 1.1.7. - - On a B e = (BjUl/t])*^ 1 . 
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Demonstration. — Si x G B e , alors x G (Bj [1/i]) 1(3=1 C (Bj ig [l/t]) v=1 . Reciproquement, 
si x G (B^ ig [l/t])^ =1 , alors il existe n ^ tel que x = t n x n avec x n G (Bl ig )' p=pn et le lemme 
suit alors de la proposition 3.2 de [Ber02j qui nous dit que (Bj ig ) v=p ' 1 = (B^ g ) v=:pn . □ 

Lemme 1.1.8. - - On a B* = Q* et si z G B e engendre un T5 e -module de rang 1 stable 
par Gk, alors z G Q* . 

Demonstration. — Soient x et y dans B e tels que xy — 1 et v (x) et v (y) leurs valuations 
t-adiques dans BdR. On a t> (x) + v(y) = et comme B e n Fi^BdR = 0, cela entraine que 
v (x) = v(y) = 0. Le fait que B* = Q* suit alors du fait que B e H Fil°BdR = Q p . 

Si z G B e engendre un B e -module de rang 1 stable par Gk, alors g(z)/z G Q* si 
g G Gk et l'application g i— > g{z)jz definit un caractere cristallin de Gk- Un resultat 
classique (cf. le lemme 5.1.3 de [Fon94b]) dit qu'un tel z G B max est de la forme t n zo 
avec n G Z et z G Q° r et si en plus = z, alors z G Q*. □ 

En premiere approximation, on peut d'ailleurs penser a B c comme a l'anneau des 
polynomes P(Y) G C p [Y] tels que P(0) G Q p . 

Proposition 1.1.9. — L'anneau B e est de Bezout. 

Demonstration. — II suffit de montrer que si /, g G B e , alors l'ideal qu'ils engendrent est 
principal. Soit n ^ tel que f,g G t- n (B+ g )^=P". Comme B^ est de Bezout, il existe 
/i G Bj ig tel que t n fB,\ ig + t n gBj ig = /^Bj ig . En particulier, il existe a, (3 G B^ ig tels que 
t n fa + t n g/3 = h. En appliquant </? ±:l a cette relation, on trouve que /i et <p(h) engendrent 
le meme ideal de Bj ig . Par la proposition 3.3.2 de [Ked05j . on peut (quitte a multiplier 
h par une unite) supposer que ip(h) = p m h avec m G Z ; on en deduit que l'ideal de 
Brf g [1 A] engendre par f et g est engendre par h/t m G B c . 

Reste a voir que h/t m est dans l'ideal de B e engendre par / et g. On se ramene a 
montrer que si /, g G B e engendrent B^ [l/£], alors ils engendrent B e . Soit n ^ tel 
que t n f,t n g G B^ ig et / l'ideal (principal) de B^ ig qu'ils engendrent. Considerons la suite 
exacte — ► M -> t n fill- © t n gBt- / -»• 0. Le BL -module M est ferme et done libre 

rig rig rig 

de rang fini (egal a 1) et e'est un ^-module. En tensorisant la suite exacte par Bj ; [l/£] 
(qui est plat sur Bj ig ) et en prenant les invariants par (p, on trouve un morceau de suite 
exacte : /B c © g~B c — ► B c — > M[l/t]/(l — <p) et on conclut par le corollaire 11.1.61 □ 

Remarque 1.1.10. — L'anneau B e est la reunion pour n ^ des t~ n (B+ ax ) </r,=pn et 
chacun d'entre eux est un espace de Banach. La topologie de B e est celle de la limite 
inductive, ce qui en fait un espace LF. 

Si h ^ 1, soit t h G B+ ax l'element construit dans [Col02, §9] (e'est une periode d'un 
groupe de Lubin-Tate associe a l'uniformisante p de Q p h) et dont les proprietes sont 
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rappelees au debut de |Col03l §2.4]. On a notamment f h {th) = pth et Ylj=o ^ (^h) £ 

Q P X • t. 

Lemme 1.1.11. - - Si h ^ 1 a 6 Z, a/ors (B r ^ g [l/t])^' l=pt! est un H c -module libre de 
rang h. 

Demonstration. — L'application x i— > x/t^ est un isomorphisme de (B^ g [l/t]) v3 ' I=pa sur 
(Bjgfl/t])^ =1 . On se ramene done au cas a = 0. Si c<j e Q p h engendre une base nor- 
male de Q p h sur Q p , alors la matrice (<^ i+J est inversible et l'application de 
(B I ^ g [l/t]) l/P ' 1=1 dans Q p h ®q p B e donnee par x h- > ^X^) ® V*^) est un isomor- 

phisme, d'ou le lemme. □ 

L'anneau Bjj g est muni d'une topologie de Frechet, qui est definie par des valuations 
Vj r;s ] avec s > r. On appelle B^ le complete de B^- g pour la valuation Vj r;s ] et Bj^ le 
complete de Bj-g K . Les valuations V[ r . s ] et les anneaux B^ ont ete dermis dans [Ber02l 
§2.1] (ou ils sont notes B[ r;s j) et etudies dans [Col03L IKed05] (entre autres) mais il faut 
faire attention au fait que les notations sont differentes. Les valuations sont indexees par 
des intervalles et si l'on pose p(r) = (p — l)/pr, alors notre intervalle [r; s] coincide avec 
l'intervalle [p(s); p{r)) de [Col03j et de |Ked05j . 

Voici un tableau recapitulatif de quelques unes des notations : 





Berger [Ber02j 


Colmez |Col03j 


Kedlaya [Ked05j 






-palg 

an, con 


St,P(r) 
rig 


B ]0;r] 


-palg 

an,r 


B[ p ( s ) ; p( r) ] 




palg 

[r;s] 




g(0;r] 


T^[l/p] 


R t.p(r) 
rig,if 




r 

- 1 - an,r 






r r [i/ P ] 



L'anneau B^ est muni d'une action de et la methode de Sen (cf. |Col01] et 
|BC07j ) permet de simplifier grandement l'etude des B' r;s l-representations de Gk- 

Proposition 1.1.12. - - L'anneau A = B^ verifie les conditions (TS1), (TS2) et 
(TS3) avec ^H K ,n = ^""(B^ r ' p ) et vaL\ = Vjy ;s ] ; les constantes C\ > 0, c 2 > et 
C3 > l/(p— 1) pouvant etre choisies arbitrairement. 

Demonstration. — Ceci est demontre dans }Col03] : la condition (TS1) resulte du lemme 
10.1, la condition (TS2) resulte de la proposition 8.12 et du fait que B^' p(r ' ) ' est dense 
dans B^ et la condition (TS3) resulte de la proposition 9.10 et de la meme densite. □ 
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Lemme 1.1.13. - - Si r ^> et si I est un intervalle contenu dans [r; +oo[, alors B^fl 

"rig — D ng,K- 

Demonstration. — Le corollaire 2.5.7 de [Ked05j nous dit que x G pour tout inter- 
valle / C J C [r; +oo[ ce qui fait que x G Bjjg X . □ 

1.2. Les (</?, r)-modules sur l'anneau de Robba. — Nous donnons quelques 
rappels et complements concernant les resultats de Kedlaya (en essayant de renvoyer 
systematiquement a |Ked05] quand c'est possible) sur les pentes des yj-modules sur 
B\ ig K . Rappelons qu'un yj-module sur un anneau R est un i?-module libre D muni d'un 
Frobenius p tel que p*(D) = D. Si cet anneau est en plus muni d'une action de T K , 
alors un (p, r)-module est un y9-module muni d'une action semi-lineaire et continue de 
IV qui commute a <p. Nous renvoyons a Particle de Kedlaya pour la notion de pentes des 
(^-modules. Contentons-nous de dire que si D est un ^-module sur Bj ig K alors ses pentes 
sont les rationnels qui sortent de la proposition 11.1.51 appliquee a Bj ; ® B t D. 

Lemme 1.2.1. - - Si D est un p-module de rang 1 sur Bj igi ^ ; alors la pente de D ap- 
partient a Z. 

Demonstration. — Cette pente appartient a l'image par val p du corps des coefficients de 
B k e ^ ^ e l emme suit du fait que ce corps est une extension non ramifiee de K . On 
peut aussi dire que la pente de M a; i est a G Z. □ 

Definition 1.2.2. — Si D est un ^-module, son degre deg(D) est la pente de det(D). 

Lemme 1.2.3. - - Si s G Q, alors un p-module sur Bj igE - qui est une extension de 
ip-modules isoclines de pente s est lui-meme isocline de pente s. 

Demonstration. — Ecrivons s = n/d; si on a une suite exacte 0^D!^D^D 2 ^0 
avec Di et D 2 isoclines de pente s, alors on peut ecrire D« = B^ ig K <g> B t D] ou Dl est un 
(^-module sur B^ admettant une base dans laquelle p~ n Mat(p d ) G GL d (A^). Le lemme 
resulte alors de la proposition 7.4.1 de [ Ked05] qui nous permet de trouver une base de 
D dans laquelle p- n M&t(p d ) G GL d (A j K ). □ 

Rappelons le resultat principal de [Ked04j (redemontre et generalise dans [Ked05] et 
[Ked06 ]V 

Theoreme 1.2.4- - - SiD est un p-module sur Bj igE -, alors il existe une unique filtra- 
tion = D C D[ C • ■ • C D( = D par des sous-p -modules satures, telle que : 

(1) pour tout 1 ^ i ^ £, le quotient Dj/Dj_i est isocline; 

(2) si Von appelle s, la pente de Dj/Dj_i, alors s\ < s 2 < ■ ■ ■ < S£. 
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Remarque 1.2.5. — Plagons-nous dans la situation du theoreme 11.2.41 ci-dessus ; par 
la proposition 11.1.51 il existe des entiers a,-,/i,- tels que Bj- (gut D = ®M a . h .. Cette 

° rig, if ^ ' 3 

decomposition n'est pas canonique, mais l'ensemble des aj/hj est bien defini et coincide, 
si l'on compte les multiplicites, avec l'ensemble des Sj (cf. le corollaire 6.4.2 dc [Ked05j). 

Definition 1.2.6. — Si D est un ^-module de rang d sur B^ igK , alors (cf. |Ked04t p. 
157]) son polygone de Newton NP(D) est la reunion des segments d'extremites (i,yi) et 
(i + 1, Vi+i) pour O^i^d— louy = 0et y i+ i — yi est la i + 1-ieme plus petite pente 
de D en comptant les multiplicites. Dans les notations du theoreme 11.2.41 NP(D) est la 
reunion des £ segments de longueur rg(Dj/Dj_i) et de pente s« pour 1 ^ % ^ £. 

Remarquons que par le lemme [T. 2. 1^ les sommets de NP(D) sont a coordonnees entieres. 
Le dernier sommet est de coordonnees (rg(D), deg(D)). 

Lemme 1.2.7. - - Si D est un ^-module sur B^ igii - et si M est un sous-y) -module de D 
(pas necessairement sature ni de meme rang), alors NP(M) est au-dessus de NP(D) ; et 
si NP(M) et NP(D) ont meme extremite, alors M = D. 

Demonstration. — Si Ton appelle <7i, . . . , a a et Ti, . . . , r m les pentes de D et M prises avec 
multiplicite, l'amrmation « NP(M) est au-dessus de NP(D) » est equivalente au fait que 
pour tout 1 ^ k ^ m, on a o~\ + a 2 + • • • + o~k ^ T\ + r 2 + • • • + r^, ce qui revient a dire que 
pour tout 1 ^ k ^ m, la plus petite pente de A fc D est inferieure ou egale a la plus petite 
pente de A fc M. Ceci suit, apres extension des scalaires a Bj ig , du (a) de la proposition 
4.5.14 de [Ked05j . 

Enfin si NP(M) et NP(D) ont meme extremite, alors M et D ont meme rang (le rang 
etant la x-longueur du polygone de Newton) et det(M) = a ■ det(D) ou a ■ B^ ig K est etale, 
NP(M) et NP(D) ayant la meme extremite. Par la proposition 3.3.2 de [Ked05] , a est 
une unite de B^ ig ; c'est done une unite de B^ ig K , ce qui fait que M = D. □ 

Corollaire 1.2.8. - - Si — > Dx — > D — > D2 est une suite exacte de ^-modules, avec 
rg(D) = rg(Di)+rg(D 2 ), alors deg(D) ^ deg(Di) + deg(D 2 ) et on a egalite si et seulement 
si D — > D 2 est surjective. 

Demonstration. — Par le lemme [T.2.71 ci-dessus. on a deg(im(D — > D 2 )) ^ deg(D 2 ) avec 
egalite si et seulement si D — > D 2 est surjective. On se ramene done a montrer que si on 
a une suite exacte — ► Di — > D — > D 2 — > 0, alors deg(D) = deg(D 2 ) + deg(Di). Ceci suit 
du fait que det Ma% | D) = det Ma% | Di) • det Mat(^ | D 2 ). □ 

Pour terminer ce paragraphe, disons quelques mots de la « localisation en — 1 » ; 
si n ^ 0, alors on pose r n = p n ~ l {p — 1). Si x = J2k^>-ooP k [ x k] e B"l" ,r ° alors la serie 
qui definit x converge dans B~[" R et on en deduit un morphisme injectif note t de B'l" ,r ° 
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dans Bj R . Ce morphisme s'etend par continuity en un morphisme toujours injectif (voir 
la proposition 2.25 de [Ber02j) t : B^g ~^ ^dR- Si r > 0, alors soit n(r) le plus petit 
entier tel que r n ^ r. Si n ^ n(r), et si x G Bj-L alors <^~ n (x) G bJ-^ p C B^ et on 
en deduit un morphisme injectif L n — Lq o y? _n : B^ — > B^ R . On pose Qi = <p(X)/X et 
Q„ = ¥> n-1 (Qi) ce qui fait que si n ^ 1, alors Q n est le polynome minimal de — 1. Par 
la proposition 4.8 de |Ber02] . l'application B o i n : Bj-g — > C p est surjective et son noyau 
est l'ideal engendre par Q n . Par le lemme 5.11 de [Ber02j . la restriction de i n a BV^ 
a pour image un sous-anneau dense (pour la topologie t-adique) de if n [t]. Si D r est un 
BJjg ^--module, cette application i n : Bj-g K — > K n \t\ nous permet de definir la localisation 
^n[*] ® l ", r D r de D r en — 1 pour n is n(r). Cette construction est fondamentale 

B rig,K 

autant dans cet article que dans |Ber04b] . 



2. Les -B-paires 

Une B-paire est un couple W = (W e , W£ R ) ou W e est un B e -module libre de rang fini 
muni d'une action semi-lineaire et continue de Gk (c'est-a-dire une B e -representation) 
et W^ R est un Bj" R -reseau de WdR = BdR <8>b c W e stable par Gk (rappelons que toute 
BdR-representation admet un B^-reseau stable par Galois, cf. par exemple le debut du 
§3.5 de [Fon04 jl 

L'objet de ce chapitre est d'etudier la categorie des -B-paires, et le resultat principal 
est que cette categorie est equivalente a la categorie des (<p, r)-modules sur B^ ig K . 

2.1. La categorie des -B-paires. — Ce paragraphe est principalement consacre a 
donner des definitions relatives a la categorie des -B-paires. 

Definition 2.1.1. - - Si W est une -B-paire, alors on appelle dimension de W le rang 
commun de W e et de W£ R . 

Si W et X sont deux .B-paires, un morphisme de B-paires f : W — > X est la donnee 
de deux applications (f e , f£ R ) de W e dans X e et de W^ R dans X^ R telles que les deux 
applications induites par extension des scalaires a B dR coincident ; on appelle alors fdR 
cette application. 

Exemple 2.1.2. — Voici deux classes importantes de -B-paires. 

(1) Si V est une representation p-adique de Gk, alors (B e ®q p V, B^ ®q p V) est une 
.B-paire notee W(V) ; 

(2) si D est un (ip, iV)-module nitre sur K, alors ((B st ® Ko D)v =1 ' N = , Fi\ {B dR ® K D K )) 
est une -B-paire notee W(D). 
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Lemme 2.1.3. - - Si W est une B-paire de dimension 1, alors il existe un caractere 
7] : G K -> Q * etieZ tels que W e = B e (r]) et W+ R = f B+ R . 

Demonstration. — La premiere assertion resulte du lemme 11.1.81 et la deuxieme du fait 
que les ideaux fractionnaires de B dR sont tous de la forme i l B^~ R . □ 

Lemme 2.1.4- - - Si f : W X est un morphisme de B-paires, alors X e / f e (W e ) est 
sans torsion. 

Demonstration. — Le B e - module Sat f e (W e ) est libre de meme rang que f e (W e ) et le 
lemme fT". 1.81 montre que det/ e (W e ) = det Sat/ e (W e ) ce qui fait que l'image de f e (W e ) est 
saturee dans X e . □ 

Remarque 2.1.5. — En revanche, X^ R / f^ R {W^ R ) peut avoir de la torsion (considerer 
par exemple l'application naturelle (B e , tB^ R ) — > (B c ,Bj R )). On dit que / est strict si 
X-dRl ' fdR^Wdid es ^ sans t° rs i° n - L'existence de morphismes non-stricts implique que la 
(S>-categorie additive des -B-paires n'est pas abelienne. 

Definition 2.1.6. — Si W et X sont deux .B-paires, on dit que W est un sous-objet de 
X s'il existe un morphisme injectif strict / : W — *■ X. Une suite exacte est une suite ou 
les morphismes sont stricts et les conditions habituelles (image - noyau) sont satisfaites. 

Lemme 2.1.7. - - Si f : W — > X est un morphisme de B-paires, alors ker(/) = 
(ker(/ e ), ker(/j fi ,)) est un sous-objet de W et im(f) = (im(/ e ), im(/ (J t R )) C X est une 
B-paire et la suite — > ker(/) — >• W — > im(/) — > est exacte. 

Definition 2.1.8. — Si W et X sont deux S-paires, on dit que W est une modification 
de X si W e ~ X e . 

2.2. Construction de (ip, r)-modules. — Dans ce paragraphe, on associe a toute B- 
paire un (ip, r)-module et on montre le theoreme A de l'introduction. Les constructions 
qui permettent de relier la categorie des -B-paires et celle des (<p, r)-modules sont proches 
de celles qu'on trouve dans l'article [Col03j . notamment les §§2, 3 et 10. 

Rappelons que si n ^ 0, alors on pose r n = p n ~ x (p — 1) et que si r > 0, alors n(r) est le 
plus petit entier tel que r n ^ r. Si W est une -B-paire est si n ^ n(r), alors l'application 
L n : B^[l/t] -> B dR nous donne un morphisme i n : B^[l/t] ® Bc W e -> B dR ® Bc W e = 
W dR . 

Lemme 2.2.1. - - SiW est une B-paire, et si D r (W) = {y E B^[l/t] ® Bc W e tels que 
i n {y) G W~i~ R pour tout n ^ n(r)}, alors : 

(1) D r (W) est un Bjj! r -module libre de rang d ; 
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(2) W(W)[l/t]=Blai/t] ® Bc W ( 



(3) W{W) est stable par G K et <p(D r (W)) = W r (W). 

Demonstration. — Commenqons par remarquer que si n ^ n(r), alors 1'image de 
B;-g[l/£] ®b c W e par l'application i n est dense dans WdR- Soit W n ^(W) = {y G 
B;-g[l/£] ®b c W e tels que t n (r)(y) G W 7 ^} ; c'est un B^g-module libre de rang d (il est 
engendre par d elements dont les images forment une base de W^ R ). Par ailleurs D r (W / ) 
est ferme dans D^( r )(W) et par la proposition ll.l.ll D r (W) est libre de rang ^ d. 

Montrons que si x G B\f[l/t] ® Bo W e , alors il existe m ^ tel que t m x G W(W) 
ce qui implique que D r (jy) est un B^-module libre de rang d et que D r (W / )[l/t] = 



Bj-g[l/t] ®b c W e - Si ei,...,ed est une base de W e , alors il existe mi tel que pour tout 
n ^ n(r), 1'image par i n des t mi ei appartient a W^ R (si c'est vrai pour un n, c'est vrai 
pour tous car <^( e i) = ej). Comme B e = Uj^oi -3 (B^ g )^ =p3 , il existe m 2 tel que t m2 x 
appartient au Bj-g-module engendre par les On peut alors prendre m = mi + m 2 . 
Ceci demontre les points (1) et (2), et le (3) est une evidence. □ 

Lemme 2.2.2. - - Pour tout n ^ n(r), V image de ~D T (W) par i n contient une base de 
W^R et si D' est un sous-W^-module ferme stable par Gk de W(W), dont 1'image par 
L n contient une base de W^ R pour tout n ^ n(r), alors D' = D r (W). 

Demonstration. — Soient n ^ n(r) et x\,. . . ,Xd des elements de Bj£[l/t] ®b c W e dont 
les images par i n forment une base de W£ R . Si £ ^ est tel que t l Xi G D r (W / ) pour tout 
i, alors posons yi = (t/Q n ) e Xi. Pour tout m ^ n(r) on a imijji) G W^ R et par ailleurs 
tn{Ui) — inversible • L n {x,i) ce qui fait que 1'image de D r (W) par i n contient bien une base 
de W+ R . 

Pour montrer l'unicite, on se ramene au cas de rang 1 en prenant le determinant. II faut 
done montrer que si x G Bj-g engendre un ideal stable par Gk et si L n {x) est une unite de 
B^ R pour tout n ^ n(r), alors x est une unite. Soit rj : Gk — > (BJQ X = (B^ r ) x le cocycle 
g i — > g(x)/x. Par la proposition 4.2.1 de [BC07| . l'anneau B^ r satisfait les conditions de 
Tate-Sen et il existe done une extension flnie L de K, un entier m ^ et une unite 
y G (Bt ,r ) x tels que h(xy) = xy si h G Hl et g{xy)jxy G <£> _m (B^ p r ) si g G Gk- Le 



lemme 3.2.5 de [BC07J montre alors que, quitte a augmenter m, on a xy G <p m (B 



L J- 

Si L Q C L est une sous-extension non ramifiee de L, alors N£/ io (<^ m (;n/)) est un element 
de B^'y qui engendre un ideal stable par un sous-groupe ouvert de Tl- Un raisonnement 
analogue a celui du lemme 1.3.2 de [Ber04aJ montre que cet ideal est engendre par un 
element de la forme Y[ n >n(r)(Qn+m/p) a " et la condition selon laquelle L n (x) est une unite 
de B^" R pour tout n ^ n{r) nous dit que les a n sont tous nuls, ce qui fait que (p m (xy) est 
une unite, et done que x est une unite. □ 
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En particulier, si s ^ r, alors l'application naturelle Bj-*®gt,r D r (W) — > D S (W) est un 

rig 

isomorphisme. 

Definition 2.2.3. — On definit D(W) = Bj. ® gt ,r I) r (W) et si / est un intervalle 

~ rig ^ 

contenu dans [r; +00 [, alors on pose D 7 (jy) = B J ®gt,r D r (W). 

Le lemme |2~. 2 . 21 ci-dessus montre que cela ne depend pas du choix de r e /. Remarquons 
en particulier que si J C I, alors D J (W / ) = B J ®g 7 D / (W / ). 

Proposition 2.2.4- - - Si W est une B-paire, et si I est un intervalle, alors il existe 
j ^ et une extension finie L de K tels que pour tout k ^ 0, il existe un B^ + 1 -module 
+ 1 libre de rang fini verifiant : 

(1) W 3+kI ® Bpj+kl D f kI = ^ +kI {W) ; 

(2) ^(DfVDH; 

(3) les images de D£ 1 et W L 1 dans DP J+kIn v 3+k+l1 (W) engendrent le meme 
d l H -module. 

Demonstration. — Si Ton se donne une base de D / (W / ), alors Taction de Gk est donnee 
par une application Gk GLrf(B 7 ) et il existe une extension finie L de K telle que l'image 
de Gl par cette application soit incluse dans l'ensemble des matrices M verifiant V/(l — 
M) > C1 + 2C2 + 2C3. Par la prop osit ion 1 1 . 1 . 1 2"l B J satisfait les conditions de Tate-Sen et la 
proposition 3.2.6 de |BC07] nous fournit alors une nouvelle base de D^W) et n ^ tels 
que l'application Gk — ► GL^B 7 ) est triviale sur Hl et a valeurs dans GLd((p~ n (B p L / )). Si 
D P L 1 est le B^ J -module engendre par (p n de cette base, alors D pnl (W) = B p ' l/ (g> BP ™/ 1 . 

. __j + fc + lj „j + fc ^ 

Posons J = p n J H p n+1 I et = <^*(Dl ) pour ^ 0. Si J est vide, alors il 

suffit de prendre j = n, les conditions (1) et (2) etant verifiees et la condition (3) vide. 
Supposons done que J est non vide ; l'unicite dans la methode de Sen (cf. la demonstration 
du (3) de la proposition 3.3.1 de |BC07j ) ne nous donne pas la condition (3), mais nous 
dit qu'il existe m ^ tel que : 

En appliquant (p m a cette relation, on voit que (3) est satisfaite en prenant j = m + n. □ 

Proposition 2.2.5. - - Si W = (W e , W^ R ) est une B-paire de dimension d, alors il 
existe un unique (ip,T k)- module D(W) sur W- K tel que Bj- ® B t D(VK) = D(W). 

Demonstration. — Choisissons un intervalle / tel que I H pi est non vide. Le (3) de 
la proposition 12.2.41 nous fournit une collection compatible de B^ + ^-modules, et par 
la definition 2.8.1 et le theoreme 2.8.4 de [Ked05j . il existe un Bj- ^-module Dl{W) 
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libre de rang d et tel que + 1 = 1 ® B t Y) L (W) pour k ^ 0. La condition (1) 

^ rig,L 

implique que Bjj ® B t Dl(W) = D(W) et la condition (2) implique que Dl(W) est 

rig,L 

un y9-module. Par ailleurs Dl(W) est stable sous Taction de Gk et if^ agit trivialement 
dessus, puisque c'est vrai pour chaque D P L + 1 . Enfin, le lemme 4.2.5 de [BC07] montre 
que l'extension B^ ig L /Bj ig K verifie les conditions de la proposition 2.2.1 de descente etale 
de |BC07] ce qui fait que Ton a Dl(W) = Bj ; £ ® B t Dl(W) Hk et on peut done prendre 

&) rig, it 

B(W) = Tj l {W) Hk . Ceci montre l'existence de D(W). 

Passons a l'unicite. Si Di et D 2 satisfont les conclusions de la proposition, choisissons 
des bases de Di et D 2 , et appelons G, t la matrice de 7 e Y K sur et M la matrice 
de passage d'une base a l'autre, ce qui fait que G\M = r y(M)G 2 . On se donne r 3> 
tel que toutes ces matrices ont leurs coefficients dans BV et J un intervalle contenu 
dans [r;+oo[. La partie « unicite » de la methode de Sen nous dit qu'il existe n ^ 
tel que M G Gh d ^- n {B p ^)). Comme B^ 7 n B^ r = BjgJ par le lemme HXT31 on 
trouve que M e GLd(<£>~ n (B^ g ^)). Si Pi et P 2 sont les matrices de <p sur Di et D 2 , alors 
P X M = ip{M)P 2 et done si M G GL d (^- n (B r f ig ^)), alors M E GL d (B* igK ), ce qui fait 
que Di = D 2 . □ 

Rappelons que si D est un yj-module sur B\- lgK , alors pour r>0on note D r le Bj- g K - 
module fourni par le theoreme 1.3.3 de |Ber04b| . En particulier B pr = B\f r K ® t , P D r 

6) rig, A" 

et D pr a une base contenue dans y?(D r ). Par exemple, W(W) = W(W) f)D(W) si r > 0. 

Proposition 2.2.6. - - Si D esi im (<p,Tk) -module de rang d sur B\ igK , alors : 

(1) W e (D) = (Bj; [1/t] ® t . D)^ =1 est tm B e -module libre de rang d stable sous 

° rig, A 

V action de Gk / 

(2) H^j(D) = B^" R CS^t,^ D r ™ ne depend pas de n ^> et e'esi «n B^-moduZe /zfrre 

rig, A' 

rang a 1 stable sous V action de Gk ', 

(3) le couple W(D) = (W e (D),W+ R (D)) est une B-paire. 

Demonstration. — II est clair que W e (D) est un B e -module stable sous Faction de Gk- 
Reste a montrer qu'il est libre de rang d. Pour cela, soit ©M a4i /^ une decomposition de 
Bj- ® B t D en ^-modules elementaires fournie par la proposition II. 1.51 On a W e (D) = 

° rig, A 

®{M ai , hi [l/t\Y =1 . On verifie que ^application {M a>h [l/t\Y= l -> B+ g [l/t] qui a 

associe xq est un isomorphisme entre (M ath [l/t]Y= l et (Bjjl/t])^ =p et le (1) suit 

alors du lemme 11.1.111 

Pour montrer le (2), remarquons que par le theoreme 1.3.3 de |Ber04b] . on a (p*(D rn ) = 
D r ™ +1 pour n ^> et done le Bj R -module engendre par ip~ n {D rn ) ne depend pas de n ^> 0. 
Comme D r ™ est libre de rang d et stable par Gk, il en est de meme pour W^ R (D). 
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Montrons maintenant le (3) : WdR^D) = B dR ® Bo W e (D) est un B dR -espace vectoriel 
de dimension d, reunion croissante des B dR -espaces vectoriels B dR ® Bc (Bj£ n [l/t] (g) B t,r„ 

° rig. A 

D 7 "")^ 1 ce qui fait que si n ^> 0, alors : 

WWD) = B dR ® Bc (Bjjf [1/*] ® B t,,„ D^ =1 c B dR ®^ rn = B dR ® + W^(D). 

En comparant les dimensions, on voit que Ton a en fait egalite et done que W^ R (D) est 
un reseau de W^r^D). □ 

Theoreme 2.2.7. - - Les foncteurs W i— > D(W) et D i— > W^(D) soni inverses I'un de 
V autre et donnent une equivalence de categories entre la categorie des B-paires et la 
categorie des (ip,T K ) -modules sur &l igK - 

Demonstration. — On verifie que ces deux foncteurs sont inverses Tun de l'autre en 
utilisant le fait que : 

Big[l/t] ® B t. D(W) = Bj ig [l/t] ® Bc W 
dans la proposition 12.2.51 et que : 

B r f ig [l/t] ® Bc W.(D) = Bljl/f] ® B t D 

° ° rig, A 

dans la proposition 12.2.61 puis en identifiant les differents objets (e'est un exercice ins- 
tructif que nous laissons au lecteur ; il faut utiliser l'unicite dans la proposition 12.2. 51) . □ 

Remarque 2.2.8. — Les modifications de (</?, IV)-modules correspondent a des modi- 
fications de -B-paires. Par exemple : 

(1) Si W et X sont deux .B-paires, alors W e ~ X e si et seulement si D(W)[l/i] ~ 
D(X)[l/t]; 

(2) si W = (W e ,W£ R ) est une S-paire, alors D((W e ,t n W£ R )) = t n D(W). 

Proposition 2.2.9. - - Le foncteur D i— > W(D) realise une equivalence de categories 
entre la categorie des ((p, Fx) -modules etales et la categorie des B-paires de la forme 
W(V) = (B e <S)q p V, B^ ®q p V) ou V est une representation p-adique de Gk- 

On retrouve alors (en appliquant le (b) du theoreme 6.3.3 de [Ked05j, qui nous dit que 
le foncteur naturel de la categorie des (ip, IV)-modules etales sur B^ vers la categorie des 
(ip, lV)-niodules etales sur Bj ig ftr est une equivalence de categories) le resultat principal de 
[CC98J, e'est-a-dire l'equivalence de categories entre representations p-adiques et ((p, T K )- 
modules etales, avec une demonstration proche de celle de [BC07j . 

Dans le paragraphe !3.2[ nous reviendrons sur le probleme de la description « explicite » 
des -B-paires dont le (<p, r)-module associe est isocline. 
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2.3. Theorie de Hodge p-adique. — Dans ce paragraphe, nous generalisons les no- 
tions habituelles de theorie de Hodge p-adique aux £?-paires. 

Definition 2.3.1. — Si ^ G {cris, st, dR}, et si W est une -B-paire, alors on dit que W 
est cristalline (ou semi-stable ou de de Rham) si la Bc?-representation Be? ®b g W e est 
triviale. On pose D<?(W) = (B 9 <g> Bc W e ) Gli . 

Remarquons que si V est une representation p-adique, alors bien sur V est cristalline 
(ou semi-stable, ou de de Rham, ou de Hodge- Tate) si et seulement si W(V) Test. 

Lemme 2.3.2. - - Si D est un (cp, N) -module sur K , alors (B st ® Ko D)v =1 ' N =° est un 
~Q c -module libre de rang d = dim(D). 

Demonstration. — Si u G B st verifie N(u) = 1, alors on a B st = B max [u] et si x G 
(G st ®K D) N=0 , alors on peut ecrire x = Xq+uxi + - ■ - + u e x e avec Xi G B max ®x D. P ar l a 
proposition 11.7 de [Col02j, l'application x h- > xq de (B st ®ft- D) N=0 dans B max £g>x .D est 
un isomorphisme, et on se ramene done a montrer que si D est un y9-module sur K , alors 
(B max ®^ D) v=1 est un B e -module libre de rang d. Par le theoreme de Dieudonne-Manin, 
Q,p V ®K D se decompose en somme directe de yj-modules element aire M ai> h v L'application 
x = Yl^Zo x j e j l— > x o de (B max ®qnr M aj / l ) ¥ ' =1 dans B^^ p a est un isomorphisme, et le 
lemme resulte alors du lemme 11.1.111 □ 

Proposition 2.3.3. — Si W est une B-paire, alors : 

(1) D st (W) est un (<p, N)-module sur K et B clis (W) = D st {W) N=0 ; 

(2) B dR (W) est un K-espace vectoriel filtre avec Fil i (D dR (W r )) = B dR (W) RfW^ et 
V application naturelle K ®k D^W) — > D c ir(H / ) est injective; 

(3) si W est semi-stable, alors W e = (B st ® Ko D 8t (W)) v=1 ' N=0 et W+ R = Fil°(B dR ® K 
D dR (W0); 

(4) si D est un (</?, N)-modules filtre, et si W e {D) = (B st ® Ko Dy =1 > N=0 et W+ R (D) = 
Fil°(B dR ® K D), alors W{D) = (W e (D), W~[~ R (D)) est une B-paire semi-stable. 

Demonstration. — Exercice (ce n'est pas different du cas des representations p-adiques 
semi-stables). □ 

A la lumiere du theoreme 12.2.71 1' etude des 5-paires de de Rham revient a l'etude des 
(if, r^)-modules « localement triviaux » au sens de |Ber04b] . ce qui est fait en detail 
dans [Ber04b] . 

Si D est un (ip, iV)-module filtre, on note M.(D) le (</?, r^)-module construit dans 
|Ber04bl §11.2]. Rappelons que : 

M(D) = {ye (B^logpf), 1/t] ® Ko D) N=0 \ u n {y) G Fil° (#„((*)) ® K D K ) Vn » 0}. 
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Proposition 2.3.4- ~ ~ Les foncteurs W i— > Dgt(W) et D i— > II^-D) sont inverses I'un 
de V autre et donnent une equivalence de categories entre la categorie des B-paires semi- 
stables et la categorie des (ip, N) -modules filtres. 

Si W est une B-paire, alors D(W) = M(D st (W)) et done si D est un (<p, N)-module 
filtre, alors W(D) = W(M(D)). 

Demonstration. — Ces affirmations ne presentent aucune difficulte. □ 

Theoreme 2.3.5. - - Le theoreme de monodromie p-adique et le theoreme « faiblement 
admissible implique admissible » sont vrais. De fait, 

(1) toute B-paire de de Rham est potentiellement semi-stable ; 

(2) le foncteur W i— > D st (W) realise une equivalence de categories entre la categorie 
des objets de la forme W(V) ou V est une representation p-adique et la categorie des 
(if, N) -modules filtres admissibles. 

Demonstration. — Montrons tout d'abord le (1). Soit W une -B-paire et D(W) le (<£>, r^)- 
module associe. Si W est de de Rham, alors pour n 3> 0, la BdR-representation BdR®g t!rn 

rig,.fC 

W n {W) est egale a B dR ® Bc W e et done triviale, ce qui fait par le theoreme 3.9 de [Fon04j 
que le i^oo((t))-module a connexion Koo([t]) ®^, rn D r "(W / ) est trivial. Etant donnee la 

rig, if 

definition III. 1.2 de [Ber04bJ, on est en mesure d'en appliquer le theoreme A de [Ber04bJ, 
qui nous dit qu'il existe une extension finie L de K et un (if, A r )-module filtre D sur L 
tels que D(W\l) = M(Z?) et done que W\l est semi-stable. Ceci montre le (1). Le (2) 
suit du theoreme A de [CFOOJ ou bien (si Ton prefere passer par les (cp, r^-)-modules) du 
theoreme B de [Ber04b]. □ 

Rappelons que si U est une C p -representation de Gk, alors la reunion U^f des sous- 
i^oo-espaces vectoriels de dimension finie stables par Y K de U Hk a la propriete que l'ap- 
plication C p ®k x ^fi n f > U est un isomorphisme (cf. [Sen80]). L'espace U^ n f est muni 
de l'application i^oo-lineaire Vu = log(7)/ log p (x(7)) avec 7 G T K \ {1} suffisamment 
proche de 1. 

Definition 2.3.6. — Si W est une -B-paire, alors W^[ R /tW^ R est une C p -representation 
de G K et on pose D SeTi (W) = (W^ R /tW^ R )^ . On pose 6 Se n = et on dit que W est 
de Hodge-Tate si 6s e n est diagonalisable a valeurs propres appartenant a Z. Ces entiers 
sont les poids de Hodge-Tate de W. 
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3. Les (ip, r)-modules 

Etant donne le theoreme l2.2.7[ l'etude des S-paires revient a l'etude des (93, r)-modules. 
Dans ce chapitre, nous montrons plusieurs resultats sur les (<p, r)-modules : modification, 
classification des objets isoclines, classification des objets de hauteur finie. 

3.1. Modification de (<p, r)-modules. — Si D est un ^-module sur T$l igK et si n ^ 
n(r) avec r ^> 0, rappelons que D r /Q n est un i^ n -espace vectoriel de dimension rg(D). 
Soit M = {M n } n ^ n ( r ) une famille (^-compatible de sous-i^-espaces vectoriels de D r /Q n , 
c'est-a-dire que pour tout n ^ n(r), M n+ i est engendre par les (p(y) ou y G D r est tel 
que son image dans D r /Q n appartient a M n . En d'autres termes, on un isomorphisme 
K n+ \ ®K n (D r /Q n ) — > D pr /Q n+1 obtenu en quotientant l'isomorphisme (p*(D r ) ~ D pr 
par <p(Q n ) = Qn+i, et qui est done donne par a <E> m 1— > a (g> <p(m) et on demande que 
M n+ i soit l'image de K n+ i ®K n M n par cet isomorphisme (voir |Ber0 4b, §11.1] pour une 
condition analogue). 

Definition 3.1.1. - - Une telle famille M = {M n } n j, n ( r ) de sous-espaces vectoriels de 
D r /Qn est appelee une donnee de modification de D. On definit alors D[M) = {y G D 
dont l'image dans D r /Q n appartient a M n }. 

Proposition 3.1.2. - - Si D est un cp-module de rang d sur Bj igK et si M est une 

donnee de modification, alors D[M] est un (p-module et de plus : 

(1) si M <Z N , alors D[M] C D[N] et si D[M] = D[N], alors M = N ; 

(2) D[M] = D si M n = B r /Q n pour tout n, et D[0] = * • D ; 

(3) deg(D[M]) = deg(D) +d- dim(M) ; 

(4) si D est un (if, IV) -module et si M est stable par V k, alors D[M] est un (ip,Tk)- 
module. 

Demonstration. — Rappelons que t = log(l + X) = X ■ Yl n >oQ n /P ce *i ne 
t • D C D[M] quel que soit M. La definition de D[M] implique que e'est un sous-module 
ferme de D, et comme il contient t ■ D, il est libre de rang d. Le fait que e'est un 99-module 
resulte du fait que la famille des M n est (^-compatible. 

Le fait que si M C N, alors D[M] C D[iV] est evident. Remarquons que si l'image 
de 1 G D appartient a M n , alors x ■ t/Q n G D[M] et son image dans D r /Q n est (un 
multiple de) x ce qui fait que l'image de D[M] dans D r /Q n est M n et en particulier que 
si D[M] = D[iV], alors M = N. Ceci montre le (1). Le (2) est une evidence. 

Pour montrer le (3), prenons un drapeau {0} = C C • • • C tel que 

M (dim(M)) = M> 0n en d ^ duit une guite de ^.modules t . d = D^ ) C • • • C = D et 
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done une suite de 92-modules de rang 1 : 

det(t ■ D) = det(D (0) ) C • • • C det(D (d) ) = det(D). 

Leurs pentes forment une suite strictement decroissante (si on a egalite des pentes, on 
a egalite des modules par le lemme I1.2.7P de d + 1 nombres entiers (ils sont entiers par 
le lemme 11.2. ip dont le premier est d + deg(D) et le dernier est deg(D), ce qui fait que 
deg(D^ m ' ) ) est forcement deg(D) + d — dim(M). Enfin, le (4) est une evidence. □ 

Proposition 3.1.3. - - Si M est une donnee de modification de D et si Von a une suite 
exacte — > Di — ► D — > D 2 — > 0, alors : 

(1) {M n r\W 1 /Q n \ es£ une donnee de modification pourDi et {im(M n — > D^/Qn)} es£ 
ime donnee de modification pour D 2 ; 

(2) on a tme suite exacte -> D X [M] -> D[M] -> D 2 [M] -> 0. 

Demonstration. — Le (1) suit du fait que les M n sont (/^-compatibles et que les D£/Q n 
le sont aussi. Passons au (2) ; on a clairement une suite exacte — > Di[M] — > D[M] — > 
D 2 [M]. Par le (3) de la proposition 13. 1 .21 on a : 

(1) deg(Di[M]) = deg(Di) + dim(D0 - dim(M n n DJ/Qn) 5 

(2) deg(D[M]) = deg(D) + dim(D) - dim(M„) ; 

(3) deg(D 2 [M]) = deg(D 2 ) + dim(D 2 ) - dim(im(M n -> D5/Q n )). 

On en deduit que deg(D[M]) = deg(Di[M]) + deg(D 2 [M]), et le corollaire OS] implique 
alors que la suite -> Di[M] — > D[M] — > D 2 [M] -> est exacte. □ 

Remarque 3.1. 4- - - Si M et N sont deux donnees de modification telles que MC\N = 
0, alors on un isomorphisme D[M] [N] = D[M(BN] (il y a une inclusion evidente ; comparer 
les degres). 

Theoreme 3.1.5. - - SiD est un ^-module sur B^ igi0 alors il existe un ^-module etale 
D' C D[l/t] tel que D'[l/t] = D[l/t\. 

Demonstration. — II sufflt de montrer qu'il existe un nombre fini de modifications suc- 
cessives (au sens de la proposition [3lL2]) de D dont le resultat est isocline de pente entiere 
(si D est isocline de pente s, alors t • D est isocline de pente s + 1). Remarquons que si 
on a une suite exacte — > Di — ► D — > D 2 — > 0, alors il est toujours possible de modifier 
Di ou D 2 sans toucher a l'autre, en choisissant M convenablement. 

Etape 1 : si D est isocline, alors D se modifie en une extension successive de (^-modules 
de pentes entieres. En effet, si D est isocline, modifions le par un M de codimension 1 
ce qui augmente le degre de D de 1. Si D[M) est isocline de pente non entiere, alors on 
repete cette operation. Le resultat est done, apres un nombre fini de modifications, que 



22 



LAURENT BERGER 



D devient isocline de pente entiere (et on a termine l'etape 1) ou bien que D se casse en 
deux morceaux. Dans ce dernier cas, on a termine par recurrence sur la dimension de D. 

Etape 2 : si D est extension successive de yj-modules de pentes entieres, alors il se 
modifie en un ^-module isocline de pente entiere. On se ramene au cas d'une extension 
de deux (^-modules de pentes entieres 0^D!^D^D 2 ^0 avec Dj isocline de pente 
Si. Dans ce cas : 

(1) si s 2 = Si, alors on a termine par le lemme [T.2.31 ; 

(2) si s 2 < S\, alors la modification est facile a ecrire : on remplace D par D', l'ensemble 
des y G D dont l'image dans D 2 appartient a t Sl ~ S2 D 2 , ce qui fait que Ton a une suite 
exacte — > Di — > D' — > £ Sl ~ S2 D 2 — > et on a termine par le lemme [T.2.31 ; 

(3) si si < s 2 , alors on modifie D par une donnee nulle sur Di et surjective sur D 2 ce 
qui augmente si de 1 et on itere cette operation s 2 — si fois. 

□ 

Corollaire 3.1.6. - - Si W e est une B e -representation de Gk, alors il existe une 
representation p-adique V de Hk telle que la restriction de W e a Hk est isomorphe a 

B e ®Q p V. 

Demonstration. — Soit W£ R un B~[" R -reseau stable par Gk de B dR ® Bc W e et D = D(W) 
le (</?, r^)-module associe a la 5-paire W = (W e , W£ R ) par le theoreme I2.2.7L Par le 
theoreme 13.1.51 il existe un <p- module etale D' C D[l/i] tel que D'[l/t] = D[l/t]. Comme 
D' est etale, le Q p -espace vectoriel V = (Bj; ® B t D') v=1 est une representation de Hk 

rig,K 

dont la dimension est le rang de D'. On a alors : 

W e = (B+Jl/t] ® B t D)* =1 

° rig, it 

= (B^l/t] <8> B t. D')^ 1 

° rig, it 

= B e ® Qp V, 

et le corollaire est demontre. □ 

Remarque 3.1.7. - (1) Dans le corollaire l3.1.6l ci-dessus. on est loin d'avoir unicite. 
Par exemple, si D est un ((p, iV)-module sur K et si W e = (B st ® Ko £))v , = 1 ' Ar=0 ) alors 
W e = B c (8>q p V pour toute representation V qui s'obtient comme V st (D) a partir d'une 
filtration admissible sur K g)#- D ; 

(2) Dans la premiere version de cet article, j'affirmais que si D est un (<£>, IV)-module 
sur T$l igK , alors il existe une extension finie L de K et un (</?, r^)-module etale D' sur 
B r t igiL tel que D' C B^l/f] ® B t D et Bj^l/f] ® B t D' = B^l/f] ® B t D. Ceci 

oj o! rig, it °' ng, rig, it 

est incorrect, et Kiran Kedlaya et Ruochuan Liu ont construit le contre-exemple suivant : 
soient p ^ 2, K = Q p et D une extension non-triviale de Bj ig ^ par Bj ig/f (j9~ 2 ) (ce qui 
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veut dire que Taction de Y K est inchangee et que ip est multiplie par p~ 2 ). En utilisant le 
theoreme de filtration par les pentes de Kedlaya et les calculs de cohomologie de ((p, T)- 
modules de |Col07] et de |Liu07 ]. on peut montrer qu'une telle extension non-triviale 
existe et que quelque soit l'extension finie L de K , Bj ; l ® B t D ne contient pas de 

5) rig,^ 

sous-(<y9, r L )-module isocline de rang 2 et done qu'un D' comme ci-dessus n'existe pas. 

3.2. Classification des objets isoclines. — Le theoreme 12.2.71 nous donne une fil- 
tration sur les -B-paires, et il est interessant de decrire les -B-paires correspondant aux 
((p, r^)-modules isoclines. Le cas etale releve de la proposition 12.2.91 

Definition 3.2.1. — Si /i ^ 1 et a G Z sont premiers entre eux, soit Rep(a, h) la 
categorie dont les objets sont les Q p h-espaces vectoriels V a ,h de dimension finie, munis 
d'une action semi-lineaire de Gk et d'un Frobenius lui aussi semi-lineaire p> : V a ^ — > V a ,h 
qui commute a Gk et qui verifie <p h = p a . Les morphismes sont ceux que l'on imagine. 

Remarque 3.2.2. - (1) Si V a> h G Rep(a, h), alors diniQ h iy a ,h) est divisible par h 
(si e est cette dimension, alors p h = p ae sur det(V at h)) 

(2) si h = 1 et a = 0, alors on retrouve simplement la categorie des representations 
p-adiques de Gk ', 

(3) si e G Z, alors Rep(a, h) et Rep(a + eh, h) sont equivalentes de maniere evidente ; 

(4) si D est un ^-module isocline de pente a/h sur Kq, alors le theoreme de Dieudonne- 
Manin implique que V a% h = (Q^ 1 ®k D) vh=pa est un objet de Rep(a, h) dont la dimension 
en tant que Q p h-espace vectoriel est dmi Ko {D). Dans ce cas, Faction de Ik C Gk sur V a h 
est d'ailleurs triviale. 

Si V a>h G Rep(a,/i), alors on pose W e (V a>h ) = (B max (g) Qph V ath ) v=1 et W^ R (V aA ) = 
B^ R ® Qph V a , h . 

Theoreme 3.2.3. -- Si V a>h G Rep(a,h), alors W{V a>h ) = {W e (V a!h ),W+ R {V a>h )) est 
une B-paire et le foncteur V a ,h l— ¥ W(V a> h) definit une equivalence de categories entre 
Rep(a, h) et la categorie des B-paires W telles que D(W) est isocline de pente a/h. 

Demonstration. — II est clair que W = W(V a ^) est une -B-paire. Par ailleurs, la construc- 
tion de D(VT) fournie par le lemme 12.2.11 et la proposition 12.2.51 montre que l'on a 
Bjj ® B t D(iy) = Bjj ®q h V a: h ce qui fait que D(iy) est isocline de pente a/h. 

Reciproquement, si D est un (<p, T^-module isocline de pente a/h, alors par la pro- 
position [LL5l on a une decomposition &■ <g> B t D = ® k i=l M a ^ h = @ k i=1 ® h j zl BL^'(ei) 
ou C{, p>{ei), . . . , <p h ~ x {ei) est une base de la z-ieme copie de M a ^. On voit alors que 
Si=i Z)t=o ^ijf J ( e i) e ( B L ®B f B) iph=pa si et seulement si on a <p h (\j) = Xij pour 
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tous i,j et comme (Bj ; ) v 1 = Q p h, on trouve que V a ^ = (Bj- <g> B t D) v pa est un 

° ° rig.K" 

Qph-espace vectoriel de dimension rg(D) qui herite d'une action de Gk et d'un Frobenius 
tel que ip h = p a . Si W est une 5-paire telle que D(W) est isocline de pente a/h, alors 
on lui associe l'espace V a ^ construit a partir de D(W). Le lecteur verifiera qu'on a ainsi 
defini un foncteur inverse de V a< h >— ► W(V a ^)- □ 

II sera interessant de calculer les extensions d'objets isoclines ; les extensions de (ip, T)- 
modules sont etudiees dans [Liu07j . 

3.3. Les (ip, r)-modules de hauteur finie. — Comme l'anneau B^ gA = Bj igK flB+ g 
n'a de bonnes proprietes que si K C K (fj, p °o), on suppose que cette condition est verifiee 
dans tout ce paragraphe. Dans ce cas, B^ gE - s'identifie a l'ensemble des series f(X) = 
Ylik^o fkX k qui convergent sur le disque unite ouvert, ce qui en fait un anneau de Bezout, 
et si on pose B+ = B+ g>K n B^, alors B+ = K ® 0kq Ko {X]. 

Definition 3.3.1. — On dit qu'un (<p, T) -module D sur Bj igii - est de hauteur finie s'il 
existe un (ip, r)-module D + sur Bit K tel que D = Bj t „ <g> B+ D + et on dit qu'une 
£>-paire W est de hauteur finie si D(W) Test. 

Remarquons qu'un (<p, r)-module sur B^ g K est un B^ g ^-module D + stable par <p et 
T tel que detip est inversible dans Bj ig)ft: (et non dans B+ gis: ce qui serait trop restrictif). 

Lemme 3.3.2. - - Si K C Ko(fj, p oo), alors la definition ci-dessus est compatible avec la 
definition habituelle quand W = W(V). 

Demonstration. — Si W = W(V) avec V de hauteur finie au sens habituel (cf. [Col99|), 
alors il est evident que W est de hauteur finie. Montrons done la reciproque. Par hy- 
pothese, il existe une base de D(V) dans laquelle Mat(^) = P + G Md(B^ igK ) et Mat (7) = 
G + e GL d (B+ K ) pour 7 G T K (puisque V est de hauteur finie) ainsi qu'une base de 
Dt(V) dans laquelle Ma%) = P f G GL d (B j K ) et Mat (7) - G GL d (B j K ) pour 7 G T K . 

Soit M la matrice de passage d'une base a l'autre. La proposition 6.5 de [ Ked04j 
montre que Ton peut ecrire M = M + ■ M+ avec M+ G GL d (B+ gK ) et M f G GL d (B^). 
Dans la base de D^(V) obtenue en appliquant a celle de D^(V), on a : 

Ma%) = p(M + )-P + (M + ) -1 = ip{M^)- x P\M^) , 

Mat( 7 ) = 7 (M + )G + (M+)- 1 = T (M t )- 1 G t (M t ), 

ce qui fait que ces matrices sont a coefficients dans B^ n B+ gA . = B A . □ 

Lemme 3.3.3. - - Si D + est un (ip,T) -module sur H^~ igK , alors il existe des entiers 
a , . . . ,a m tels que I'ideal engendre par det(y?) est engendre par X a °Q^ ■ ■ ■Q c f™ et si 
K est une extension finie de Q p , alors a = 0. 
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Demonstration. — Ce lemme se trouve dans la partie B.1.6 de (Wac96j mais nous en 
donnons une demonstration pour la commodite du lecteur. Comme Faction de p commute 
a IV, Fideal engendre par det(p>) est stable par Tk et la premiere partie du lemme suit 
alors du lemme 1.3.2 de [Ber04aj et du fait que si cet ideal est inversible dans Til igK , 
alors les <x,- sont presque tous nuls. 

Si 5 = det(v?) et g — det(7) pour 7 G Tk, alors , j(S)/5 = <p>(g)/g et en reduisant modulo 
X, on trouve que x(l) a ° s'ecrit p(g )/g avec go G K . Si K est une extension finie de 
Q p , alors p(go)/go est de norme 1 et done ^(^"o^Qp] _ \ ce q m f a j^ q Ue aQ _ q □ 

Le lecteur vicieux montrera que si le corps residuel de K est algebriquement clos, alors 
on peut effectivement avoir a 7^ 0. 

Definition 3.3.4- ~ ~ Un p-module filtre sur K avec action de Tk est un y9-module 
D sur K Q muni d'une action de Tk commutant a p> et d'une filtration (decroissante, 
exhaustive et separee) stable par Tk sur = ® Ko D. 

II existe alors un entier n ^ tel que la filtration de est definie sur K n , e'est-a-dire 
que si Ton pose D n = K n ® Ko D, alors TiTD^ = ® Kn Fil*Z?„ pour tout i G Z et on 
appelle n(D) le plus petit entier ayant cette propriete. 

Proposition 3.3.5. - - Si D est un ip-module filtre sur Kq avec action de Tk, alors la 
B-paire W = ((B max ®k D) v=1 , B^ r 0^ -Doo) est de hauteur finie. 

Demonstration. — Soit h ^ tel que Fil^ = et Fa~ h D 0O = Si n ^ 1, on ecrit 
p~ n pour L n . Posons alors comme dans [Col03, §3.1] et [Kis06j : 

M + (D) = {ye r h B+ gjK ® Ko D I p n (y) G F^K^t)) ® Koo A») G Z}. 

C'est un sous-B+ g ^-module ferme de t~ h T$^ g K ® Ko D qui contient t^B^ K <$ Ko D et qui 
est done libre de rang d = dim(D). II est de plus manifestement stable par p et IV. 
Si n ^ n(D), alors : 

Knit] ®£ + t- h B+ gK ® Ko D = r h K n \t\ ® Ko D D Fi\°(K n ((t)) ® Kn D n ). 

rig,JC 

Si y n G Fi\° (K n ((t)) ® Kn D n ) et w ^ 0, il existe done y G i^B^x Cg>/< -D done Fimage 
par L n verifie i n (y) — y n G Fil 1 " (!£„((£)) Cg>^ n D n ). L'element z = y ■ {t/Q n ) 2h a alors la 
propriete que t n (z) est un multiple de L n (y) et que pour tout m G Z different de — n, 
on a p m (z) G Fil (iT oo ((i)) ®Xoo -Doo) ce qui fait que z G M + (.D). On en deduit que si 
n ^ n(D), alors l'application : 

Knit} <g£ + M+(£>) - Fil°(K n ((t)) ® Kn D n ) 
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est un isomorphisme. En particulier, l'application naturelle Bt ® B + M. + (D) — > D(W) 
est un isomorphisme et done, en utilisant l'unicite dans la proposition I2.2.5[ on trouve 
que D(VK) = B^ k ® b + JA + (D) ce qui fait que W est de hauteur finie. Remarquons 
que dans les notations de IBer04bj . on a M(Z?) = B j - K <g> B + M + (.D). □ 

Remarque 3. 3. 6. — Le fait de ne considerer que les y G t^Bj K <S>k D tels que Ton 
a <fi n (y) G Fil°(i^ 0O ((i)) ®Xoo A») pour tout n G Z n'est pas restrictif; le lecteur pourra 
montrer que : 

M + (D) = {ye B^ K [l/t] ® Ko D | <p n (y) G Fil°(lf «,((*)) ®^ Doc) Vn G Z}. 

Si a, 6 G Z sont tels que Fil~ a+1 D = et Fil~ 6 D = D (e'est-a-dire que les poids de D 
sont dans l'intervalle [a; b}), alors on a t b ■ B+ g i ^ ® Xo -D C M + (D) C t a • B+ g X L>. 

En appliquant la proposition 13.3.51 a D cris (V), on retrouve le theoreme principal de 
[Col99] generalise dans [BB06J. 

Corollaire 3.3.7. - - SiV est une representation de Gk qui devient cristalline sur une 
extension K n de K, alors V est de hauteur finie. 

On peut d'ailleurs se demander quand est-ce que W(D) est cristalline. 

Lemme 3.3.8. — Si V est une representation de Tk, alors : 

(1) V est cristalline si et seulement si V = ®j^zV VK=x3 ; 

(2) V est de Hodge-Tate si et seulement si elle est potentiellement cristalline. 

Demonstration. — Le (1) est l'objet du lemme 3.4.3 de [Per94|, mais nous en donnons 
une nouvelle demonstration. Pour cela, observons que Ds en (^) = -Koo ®q p V et done 
que V est de Hodge-Tate si et seulement si Vy est diagonalisable a valeurs propres 
entieres sur ®q p V ; ceci est equivalent a demander qu'il existe n ^ tel que K n ®q p 
V = © jez (^„ ® Qp Vf^=x\ Comme (K n ® Qp V) v ^=x> = Kn ® Qp V Fk -=x\ et qu 'une 
representation d'image finie de Tk est cristalline si et seulement si elle est triviale, on en 
deduit le (1) et le (2). □ 

Corollaire 3.3.9. - - Si D est un (ip, Fx) -module filtre sur Kq, alors la B-paire 
construite ci-dessus est cristalline si et seulement si D = Q)jezD r=xJ . 

Demonstration. — Comme W e = (B max ®k D) v=1 , on a B max ®b c W e = B max ®k q D ce 
qui fait que W est cristalline si et seulement si D est cristalline en tant que representation 
de Y K . Le corollaire suit alors du lemme I3~.3.8I ci-dessus. □ 

Proposition 3.3.10. - - SiD est un (if , IV) -module de hauteur finie, alors il existe un 
^-module filtre D sur K avec action de T K tel que D = Bj ig K ® B + M, + (D). 
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Demonstration. — Soit D + un (tp, IV)-module sur B~t „ tel que D = BI- u ® R + D + 

v y 11 &!- n - rig, if 

et D = D + /X. Soit V = log(7)/log p (x(l)) pour 7 G IV proche de 1. 

Commengons par montrer que si P G -Ko[T] est un polynome tel que -P(V) : -D(j) — > 
-D(j) est bijectif pour tout j ^ 1, alors l'application (D + ) p ( v ) =0 — > _D p ( v ) =0 est bijective. 
Pour cela, nous montrons d'abord que l'application : 

(K [t\ ® B + D+) p ( v )=° - £) p ( v )=° 

rig, it 

est bijective. Le fait qu'elle est injective ne pose pas de probleme : si y G it [t] ® B + D + 

rig, it 

est dans son noyau, et si j est un entier ^ 1 tel que y G t J 'ito|[t] ® B + D + , a l° rs 
P(V)(y) = dans t j K [t] ® B + D+/^' +1 = £>(j) et done y G t i+1 it [t] ® B + D+ > cc 

rig, it rig,it 

qui fait en iterant que y = 0. Montrons a present la surjectivite ; si ~z G D p ^ =0 , alors 
il existe G D + qui releve ~z et tel que P(V)(zq) G XD + et l'bypothese selon laquelle 
-P(V) : -D(j) — > -D(j) est bijectif pour tout j ^ nous permet de construire par recurrence 
Zj G + X^'D+ tel que P(V)(zj) G X-? +1 D+ et done z G (it [i] ® B + gK D+) p ( v )=° 
relevant 2 ce qui fait que notre application est bien bijective. 

Montrons a present que (ito[t] ®b+ D + ) P( ^ v ^ =0 = (D + ) P( ^ v - )=0 . Pour cela, remarquons 

rig, if 

que (ito[£] ® B + D + ) p ( v ) =0 est un ito-espace vectoriel de dimension finie (puisqu'il 

rig, it 

s'injecte dans D) stable par (p. Si l'on choisit une base de D + et que l'on appelle Q la 
matrice de (p dans cette base, et si l'on choisit une base de (it [t] <8> B + D + ) p ( v ) =0 et que 

rig, if 

l'on appelle P la matrice de •p dans cette base et Y la matrice de passage entre les deux 
bases, alors on a (p(Y)Q = PqY et done Y = Pq 1 ip(Y)Q. Ecrivons Q = Ylk>oQkt k et 
Y = ^2h> Ykt k . Si M est une matrice a coeffcients dans ito, notons val p (M) le minimum 
des valuations de ses coefficients. Comme B^ gX C Q p <8>z p Z p [t/p] (n'oublions pas que 
X = exp(i) — 1), on voit qu'il existe un entier hi tel que val p (Qk) ^ —hi — k et il 
existe par ailleurs un entier hi tel que val p (P _1 ) ^ — hi ; posons h = hi + hi. On deduit 
alors de l'equation Y = P 1 ip{Y)Q que Y = P 1 ip(P ' 1 ) ■ >p 2 (Y) ■ ip(Q)Q et (comme 
va\ p (p k Q k ) ^ -hi) que : 

val p (r fe ) ^ -2h + mn(2f + val p (Y^) - i) 

= -2h + min (£ + vaL(Y e )). 

On en deduit par recurrence sur k ^ 2h que si k ^ 2h, alors val p (lfc) ^ —2h + 
min ^^ 2 ^val p (Y^) et done, comme O^Jt] C Q Ko \X/p\, que : 

(itoM ® B+ D + ) p W=o = {{Ko X() [X/p]) ® B + D+)^=°. 

rigjit U ng, it 

Pour terminer, on utilise de nouveau le fait que ((it ®Oir O^ [X/j9]) ® B + D + ) P(V ) =0 

rig, it 

est un it -espace vectoriel de dimension finie stable par ip, et que si n ^ 0, alors : 
<p(K ®Oif Ko \X pn /v\) C it ®Oif Ko [X pn+1 /p\ 
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pour conclure que {K {t] ® B+ D+) p ( v )=° = (D+) p ( v )=° puisque B+ K = n n>0 K ® 

rig, ft" &1 U 

Q Ko {X pn /vl 

Revenons a notre espace D = T) + / X et soit Q le polynome minimal de V. On voit que 
Ton peut ecrire Q = PR oil P est non trivial et a la propriete que P(X + j) A P(X) = 1 
pour tout j ^ 1, ce qui revient a dire que -P(V) : D(j) — ► -D(j) est bijectif. Si P ^ Q, 
alors soit j le plus petit entier tel que P(X + j) A P(X) ^ 1 ; on vient de montrer que 
l'application (D + ) p ( v ) =0 — > _D p ( v ) =0 est un isomorphisme, et si Ton remplace D + par 
B+ ® K (D+) p ( v )=° + X?D + , alors on a toujours D = B j - K ® B + D+ mais on peut 

&) 6) rig, ft" 

prendre P de degre plus grand. En iterant cette operation un nombre fini de fois, on voit 
done que quitte a remplacer D + par un sous-module, on peut supposer que l'application 
( D +)Q(v)=o _^ £>Q(v)=o = est un i somor phisme. 

On fait alors un leger abus de notation, et on pose D = (D + )^ v ) =0 ; e'est un y9-module 
sur K avec action de Tk- Remarquons que B+ gE - D C D + et que le determinant de 
l'inclusion est un ideal de B^ g K stable par Tk et par p (car <p : D — > D est bijectif) ce qui 
fait, par le lemme 1.3.2 de |Ber04a] . que B+ ® Kq D = B+ <g> B+ D+. Par 

5j &) rig, ft" 

le lemme 13.3.31 le determinant de ip sur D + est de la forme X^Q^ 1 ■ ■ ■ Q^ 1 . Si n ^ m, 
alors l'application deduite du Frobenius : 

K n+1 \t\ ^t 1 D+^K n+1 {tj^ + D + 

rig, ft" rig,K" 

est un isomorphisme et la definition : 

FiiX^oo) = n gfe D + 

ne depend done pas de n ^ m. Si ?/ G D + et n ^ n(Z?) = m, alors t n (2/) £ Fil°(A"„((t)) ®K n 
D n ) et si n ^ — n{D), alors = (y n+n ^G/)) ce Qui 1 ue pour tout n G Z, 

on a V9 n (?/) G Fil (AT oo ((t)) (g).^ A>o) et done D + C M + (.D). II reste a constater que pour 
tout n ^ n(D), on a : 

X n [t] ®£ + D + = K n [t] ®£, M+ (D) 

rig,ftT rig, A" 

ce qui fait que D = BL k ® b + D+ = Bj. k ® b + M + (D). □ 

&i rig, ft" rig, ft" 

Deux <y9-modules filtres sur K avec action de Tk differents peuvent donner le meme 
((p, T K ) -module sur B+ gE -. Par exemple, si on a moralement Di = K et D 2 = K ■ t, 
alors M + (.Di) = M + (D 2 ) = B^ K . Cet exemple est representatif comme le montre la 
proposition ci-dessous : 

Proposition 3.3.11. - - Si D\ et D 2 sont deux p-modules filtres sur Kq avec action de 
Tk, alors M + (Di) = M + (D 2 ) si et seulement s'il existe un isomorphisme ft"o[£,£ -1 ] ®k 
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D\ = K Q [t, t x ] ®k D 2 compatible cup et V k, ct compatible a la filtration quand on etend 
les scalaires a if oo ((£)). 

Demonstration. — La construction de M, + (D) montre que ce module ne depend que de 
Brig if [1 A] ®Ko D et de la filtration sur if^i)) ® Ko D ce qui fait que si les conditions 
de la proposition sont verifiees, alors M + (-Di) = ~M + (D 2 ). On voit reciproquement que si 
M + (£>i) = M + (£> 2 ), alors B+ i&K [l/t) ® Ko D 1 = B^ K [l/t] ® Ko D 2 et cet isomorphisme 
est compatible a la filtration quand on etend les scalaires a if oo ((£)). Si G\ et G 2 sont 
les matrices d'un element 7 G Tk qui n'est pas de torsion, et si M est la matrice de 
1'isomorphisme entre B^ g X [l/t] ® Ko D x et B+ g>K [l/t] ® Ko D 2 alors on a j(M)G\ = G 2 M, 
et si Ton ecrit M = Si>-oo^^> alors on voit que Ton a xilY^Gi = G 2 Mi et done 
que si Mj 7^ 0, alors xilY es ^ quotient d'une valeur propre de G\ par une valeur propre 
de G 2 , ce qui n'est possible que pour un nombre fini de valeurs de i. On en deduit que M 
est a coefficients dans ifo[t,t _1 ] et done que ifo[t,t _1 ] ®k Di = K^t^t" 1 } ®k D 2 . □ 

Afin de terminer la demonstration du theoreme D, il nous faut montrer que si 
b Lk ®b+ M+(£>i) = Bi_K-® B + M+(£> 2 ), alors M+( J D 1 ) = M+(Z> 2 ). Cela suit de 

&) rig, if rig, if 

la proposition ci-dessous. 

Proposition 3.3.12. - - SiD = Bl- k <g> B + M+(D), et si D+ est un (ip,T K ) -module 

5) rig, if 

sur B^ g K de rang fini et contenu dans D, alors D + C M + (D). 

Demonstration. — Rappelons que D[l/i] = Bj i&if [l/t] ®k D\ comme D + est de rang 
fini r, il existe s > et h G Z tels que D + C t~ h Ji]£ K ®k D. Choisissons des bases 
de D + et de D et appelons M, P + et P la matrice de passage, la matrice de <p sur D + 
et la matrice de (p sur t~ h D ce qui fait que P ip(M) = MP + . Comme P G GL d (if ), 
le corollaire 1.4.2 de [Ber04aJ (qui s'etend verbatim aux matrices rectangulaires) nous 
donne que M G M dxr (B+^ K ) et done que D+ C t- h B+ gK ® Ko D. 

Quitte a augmenter s, on a de plus que D + C BV „ <g> B+ TVl + (D) et si y G D + et n ^ 

o' rig, if 

ti(s), alors t n (|/) G Fil (if oo ((t)) <g> Xoo D^) puisque L n (B\^ K ) C if n [t], et done t n (D+) C 
Fil^if^)) ® Xoo £>«,). Enfin, si n ^ -n(s) et y G D+, alors y n {y) = i n (s){<p n{s)+n (y)) et 
done (p n (D + ) C Fil°(if 0O ((t)) AxO ce qui fait, etant donnee la definition de M + (D) 
donnee dans la proposition 13.3.51 que D + C M + (D). □ 

En particulier, un (ip, IV) -module sur B^ lg K de rang fini et contenu dans D est 
necessairement de rang ^ d. 
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Appendice A 
Liste des notations 

Voici une liste des principales notations dans l'ordre oil elles apparaissent. 
Introduction : k, K, K , Gk- 

§1.1j E+ eW, E, A+, A, B+, B, 9, B+ R , X, t, B dR , p, B+^, B+ g , B max , B st , N, B 
B^, B%, K n , H K , T K , B% jK , K' Q , B%, M a , h , B e , t h , V [r;s] , B™, b£ s] , P (r). 
§1.2 : deg(D), NP(D), r n , n{r), i n , Q n . 
§2 : W„ W+ R , W dR . 
§2.2 : D r (W), W(D). 

§2.3 : D cris (iy), D st (W), D dR (W), M(D), D Scn (W). 

§3.2 : Rep(a, h). 

§3.3 : B^ K , B+, M + (D), V. 
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